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Resumen: La visualización matemática requiere de la habilidad para convertir un 
problema de un sistema semiótico de representación a otro. Investigaciones recien-
tes sobre el papel que juegan los sistemas semióticos de representación en el apren-
dizaje de conceptos matemáticos, han puesto de manifiesto la importancia de la articu-
lación entre diferentes representaciones de esos conceptos. En estos trabajos se pue-
de observar que los alumnos de enseñanza media y primer año universitario no lo-
gran crear una articulación coherente entre varios sistemas de representación rela-
cionados a conceptos propios de ese nivel. La comprensión del papel de los sistemas 
semióticos de representación nos ayudará a entender cómo los estudiantes constru-
yen conceptos matemáticos. Como Duval lo setiala (1993, 1995), para diferenciar 
un objeto matemático de su representación es necesario que el estudiante represente 
ese objeto matemático, al menos en dos diferentes representaciones. Las considera-
ciones visuales son, bajo estos supuestos, importantes en la resolución de proble-
mas. La visualización matemática en este contexto tiene que ver con una visión global, 
integradora, holística, que articule, libre de contradicciones, representaciones de 
varios sistemas. 
Abstract: Mathematics visualization demands the ability to convert a problem from 
a semiotic system of representation to another one. Recent research on the role of the 
semiotic system of representation in /earning mathematical concepts highlights the 
importance of the articulation between different representations of those concepts. 
In those works we can observe that students at middle school level and first year at 
university do not construct a coherent articulation between representations related 
to concepts treated at those levels. Understanding the role of the semiotic system of 
representations will help us to comprehend how students construct mathematical 
concepts. Duval (1993, 1995) states that in orden to differentiate a mathematical 
object from his representation it is necessary that the student represents this 
mathematical object with at least two dzfferent representations. The visual 
considerations are, under these assumptions, important in mathematical problem 
solving. Mathematical visualization in this context has to deal with a global vision, 
integral, holistic, to articulate, free of contradictions, severa! systems of 
representation. 
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La construcción de la matem:íú:.1 en una ciencia deductiva libre de contradiccio-
nes provocó desde la época de oro de los griegos la evasión ¿_e consideraciones 
visuales. La construcción del edificio matemático ha tenido una tendencia anti-
ilustrativa por más de veintitres siglos. Szabó ( 1960, p. 40) señala al respecto: 
"HipócrcHes ele Quios en su QuuJrJrura Lunu!L1rum, tuvo el cuidado efe probar 
tt'Óricumente azin Jesiguulclades que p1Jdria11 haberse hecho obvias mediante ilus-
tración. Esta observación muestra que Hipócratcs ya no conjzaba en la evidencia 
de lcrsimple visuali::ación ". 
En este proceso de form:.1lización de los objetos matemáticos se desecha-
ron ideas intuitivas, representaciones fígurales y sobre todo pérdida del contexto 
específico que les dio "vida". Por ejemplo, la definición de función en términos de 
relación entre variables (idea dinámica) por medio de una expresión analítica (Euler, 
1748) se transformó en una conjuntista (estática): Una función es un conjunto de 
pares ordenados, no dos de los cuales tienen la misma primera componente. 
El desarrollo de la matemática impone el rechazo de definiciones infor-
males, por definiciones más precisas. Por ejemplo, Glaeser (1972) reporta que 
Duhamel en su libro de texto del siglo XIX, utilizaba la siguiente definición: '"Se 
dice límite de una cantidad variable, a una cantidad fija, a la cual (aquélla) se 
aproxima indejznidamente", Glaeser señala que esta definición no se podía soste-
ner por mucho tiempo y~ que además de imprecisa, era errónea; por ejemplo, la 
sucesión { lin}.se acerca más y más a -10 en tanto n crece y --10 no es su límite. 
Todo esto justifica el refinamiento de la matemática en una ciencia deductiva libre 
de contradicciones. Pero, en términos del aprendizaje de las matemáticas y de su 
enseñanza ¿debemos seguir ese camino? ¿la presentación formal de la matemática 
sin alusiones visuales ser:í suficiente para el aprendizaje de la misma? 
Desde la perspectiva del aprendizaje de las matemáticas y de la resolución 
de problemas intentaremos probar en este documento que es necesario un acerca-
miento a través de consideraciones visuales, puntualizando también los problemas 
que se pueden generar por el uso de malas representaciones de los objetos matemá-
ticos en juego. 
Iniciemos con la anécdota narrada por Laisant ( 1909, p. 140-141): 
"Hace mucho tiempo, durante un congreso científico. y al final de un de-
sayuno donde se encontraban reunidos varios matemáticos conocidos, al-
gunos de ellos ilustres, perteneciendo a diferentes nacionalidades, Edouard 
Lucas les anuncia de repente que les iba a proponer un prohlema muy 
d1fícil' Yo supongo -dijo él- (desafortunadwnente no es más que 1111a supo-
sición) que cada día, al mediodía, parte un barco de Havre hacia lú1ern 
York, y al mismo tiempo un barco de la misma compañía parte de Nueva 
York hacia Havre. El recorrido se realiza exactamente en siete días, ya 
sea en un sentido o en otro. ¿Cuántos barcos de la misma compaiiía que 
realizan un recorrido de regreso se encontrará el barco que sale hoy a 
mediodía en su recorrido hacia Nueva York? 
Algunos cíe los ilustres allí reunidos respondieron de inmediato: siete. La 
mayoría guardó silencio, sorprendidos. Ninguno dio la solución correcta 
que la figura siguiente la muestra con toda claridad. 
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Esta anécdota, absolutamente auténtica, contiene dos enseíianzas. Ella 
muestra primeramente cuán necesario es ser indulgente y paciente con los alum-
nos que no entienden de primera intención cosas nuevas para ellos. Además, ella 
resalta la gran utilidad de las representaciones gráficas". 
¿Por qué se cometieron tantos errores sin que haya habido una respuesta 
correcta? ¿Por qué la solución gráfica es apropiada para la resolución de este pro-
blema? Al leer el enunciado ¿qué tipo de algoritmo viene al pensamiento que nos 
permita resolver el problema? Tenemos un caso que nos indica que la intuición ge-
nerada con respecto a ese problema no nos permite tener un acercamiento correcto. 
Además, es importante señalar que el acercamiento gráfico es sorprendentemente 
adecuado para resolver el problema. 
Un aspecto que resalta de esta anécdota es la preocupación de algunos ma-
temáticos ( de fines del siglo pasado y principios de éste) sobre el uso de las repre-
sentaciones geométricas en la enseñanza de las matemáticas. Otro ejemplo singular 
y profundo lo constituye el trabajo de Brodetsky, 1919 y 1920, sobre el tratamiento 
gráfico de las ecuaciones diferenciales, ampliamente analizado en Hernández (1995). 
Estas consideraciones visuales promovidas por algunos matemáticos no resistieron 
la acometida de la corriente llamada "matemática moderna". 
El movimiento denominado Matemática Moderna ( 1960-1975), que fue 
promovido con el objetivo de que los alumnos profundizaran en el acercamiento 
formal de la matemática, causó una gran cantidad de problemas de aprendizaje 
misma que generó como reacción una corriente inversa que impulsaba una aproxima-
ción al aprendizaje de la matemática a través de "presentaciones cercanas a la rea-
lidad" ( 197 5-1985). La propuesta de los investigadores de presentar a la matemática 
en "contextos reales" se interpretó de diferentes maneras, pero una que proliferó 
fue la de un uso excesivo de representaciones absurdas que generaban conocimien-
tos equivocados. Adda (1987) menciona: "se quieren hacer las cosas más atracti-
vas, más agradables, más familiares y lo que se consigue es alejarse cada vez más 
de los objetos matemáticos". 
Aproximadamente desde 1985 ha habido una tendencia para equilibrar las 
dos corrientes que se generaron en el pasado; se ha intentado comprender mejor los 
fenómenos ligados al aprendizaje y el papel de las representaciones de los objetos 
matemáticos. Se le ha dado una importancia mayor a la generación de imágenes 
mentales adecuadas para el aprendizaje de la matemática, para el desarrollo de 
habilidades como la visualización matemática en la resolución de problemas. Ello 
ha promovido, por un lado, el estudio del papel de las representaciones de los obje-
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enseñanza que apoye la adquisición de conocimientos matemáticos ( ver p. e. 
Calculus in Contat, Callahan y Hoffman, 1995). 
La visualización matemátic~ y su vinculación con los sistemas 
semióticos de representación 
Sabemos que en general la enseñanza de la matemática ha sido primordialmente de 
corte algorítmico-algebraico. Los profesores de matemáticas enfatizan el trabajo 
sobre los procesos algebraicos restándole importancia a los procesos visuales. Los 
profesores evalúan el conocimiento de sus alumnos a través de exámenes que mi-
den principalmente procesos algebraicos. 
Por ejemplo, Eisenberg y Dreyfus ( 1990, p. 25) señalan que un profesor 
de cálculo frente al problema: Seafunafunción diferenciable tal quef(-x) = -f(x). 
Entonces, para cualquier valor de a dado 
AJ f'(-a) = -f'(-a) BJ f'(-a) = f'(a) C) f'(-a) = -f'(a) 
D) Ninguna de las anteriores 
Proporcionó como respuesta: f'(-a) = -f'(a) dado que: f'(-a) = (j(-a)) '= 
(-f'(a)) '= -f'(a). 
¿Cómo podemos saber si la demostración es correcta? ¿No debemos dudar 
de la respuesta dada por el profesor de cálculo? Si "resbalamos" al realizar un 
proceso algebraico,¿tendremos "apoyos para no caer"? En el ststema semiótico 
algebraico no parece que podamos tener esa ayuda; Sin embargo, si convertimos 
nuestro problema a un caso particular en el sistema semiótico gráfico, es factible 
que nos percatemos del error(figura 1 ): 
\ / // 
1 //..i / .;, 
Para f(x) = x3 
-'l 2 q 
Figura L 
Este no es un simple ejemplo en donde la afirmación no se cumple ¡Es un 
contra-ejemplo! Y por lo tanto debe haber un error en la demostración proporcio-
nada por rl profesor. La construcción de la figura como contra-ejemplo es lo que se 
ha llamado "visualizar", Zimmermann & Cunningham (1990, p. 3) mencionan: 
"De hecho, en la visualización matemática lo que interesa es precisamente la ha-
bilidad del estudiante para dibujar un diagrama apropiado (con lápiz y papel, o en 
algunos casos, con computadora) para representar un concepto matemático o pro-
blema y para usar el diagrama para el logro del entendimiento, y como una ayuda 
en la resolución de problemas". 
Analizando las igualdades propuestas por el profesor, se puede constatar que 
f'(-a) =(!(-a))' y (-f'(a)) = -f'(a) 
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¿Podemos afirmar que (fi-a;J '= -ffa/: 
En el ejemplo tenemos para a=l: f'(-1) > O, y -f'(JJ < O, por lo tar.tc 
Ur-IJJ' :t: -f'(l;. 
Hemos recurrido al sistema de representación gráfica para poder construir 
un contra-ejemplo que nos ha mostrado que la afirmación no es verdadera. y por 
tanto la demostración era errónea; además, nos ha ayudado a encontrar el lugar 
exacto donde se cometió el error. 
Resistencia al uso de consideraciones visuales 
Sabemos de los trabajos de Vinner (1989), Eisenberg y Dreyfus (1990), que existe 
de parte de los alumnos una resistencia al uso de consideraciones visuales. Ellos 
señalan que hay un predominio del pensamiento algorítmico sobre el visual, una de 
las causas posibles es que pensar visualmente exige demandas cognitivas superio-
res a las que exige el pensar algoritmicamente; otra, es que los profesores de mate-
máticas promueven el pensamiento algorítmico sobre el visual. 
Vinner (1989) reporta que sus alumnos (nivel universitario) tuvieron una 
tendencia a la evasión de consideraciones visuales aún después de un curso de 
cálculo con énfasis en representaciones gráficas y demostraciones visuales. 
Si las respuestas de corte algebraico hubieran sido correctas al test que les 
aplicó Vinner, el problema hubiera sido menor. Simplemente esos alumnos tienen 
un pensamiento analítico más que visual. Pero, los resultados muestran que esos 
alumnos no lo hicieron correctamente, por lo tanto, "se ve" la necesidad de promo-
ver con mayor profundidad la articulación de representaciones en apoyo a la reso-
lución de problemas. 
En uno de los problemas Vinner solicitó la demostración del teorema del 
valor medio; ya fuese en forma algebraica o visual ( entendiéndose por visual: "Tome 
la secante AB y desplácela paralelamente a sí misma hasta que sea tangente a la 
curva. Denote por a a la primera coordenada del punto común a la curva y la 
/(b) - /(a) 
tangente. La pendiente de AB es -6 ~ y por lo tanto es la pendiente de la 
tangente en a, que es/'(,)"). Estos alumnos dentro de su curso de cálculo trabaja-
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ReElexi,ma:ido ex·:lusivameme sobre características del sistema simiótico 
algebr:iico lig:.1d:.1s ai teorema, debemos recordar la función auxiliar ( el truco) para 
aplicarle el teorema de Rolle. ¿Usted recuerda la función auxdiar? Si no la recuer-
ó ¿podría utilizar otro camino para reconstruirla, utilizando ideas geométricas? 
Analizando las gráficas podemos inferir que la función auxiliar se pude 
construir de dos maneras con la ayuda de una función lineal que representa en un 
primer caso a la recta que pasa por los puntos (a, f(a) y (b, f(b)). Esta tiene que ver 
con la construcción de la figura superior derecha para aplicarle el Teorema de Rolle. 
Para tal construcción se tiene que la función auxiliar es g(x) = y(x) - f(x). En el 
segundo caso (figura inferior derecha), podemos construir la función auxiliar con 
. . f(b)- f(a) 
la recta que tiene pendiente b , y que pasa por el punto (a, O). Estas cons-
- a 
trucciones geométricas son de suma importancia, dado que recordando una de ellas, 
lo que sigue son procesos algebraicos rutinarios. Así, las funciones auxiliares son: 
Primer caso Segundo caso 
f(b) - f(a) , f(b)- f(a) 
g(x) = b _ a (x - a) + J (a) - f (x) g(x)=f(x)-- b (x-a) 
-a 
¿ Qué es más fácil? ¿Recordar de memoria la expresión algebraica de la 
función auxiliar g(x) o reconstruirla a través de una interpretación geométrica? 
¿Podemos entender las definiciones de objetos matemáticos sin 
complementos visuales? 
Veamos una definición del libro A fresh look at geometry de V. \V. Bryant. 
"Sea X un conjunto no vacío y para cada a, b E X, denotemos ab como un 
subconjunto de X. Por ejemplo, X podría ser el plano Euclideano considerado como 
un conjunto de puntos y ab podría denotar el segmento de línea que une a y b. 
Ahora, si A, B C X y a E X, entonces definimos AB, aB y Ba por: 
AB= Uab, aB= {a}B, Ba=B{a}." 
ue.L beB 
¿Qué imágenes mentales asociaremos a estas definiciones? 
¿Sería conveniente proporcionar estas definiciones sin figuras adicionales? 
Repres.~ntación conjuntista Representación figura! 
AB = Uab 
a<A, beB 
aB = {a} B 
Ba=B{a} 
Figura 3. 
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Con esto queremos hacer notar la importancia que existe de [él compler::e;-:-
taridad de las representaciones de varios sistemas en la designación de un objete:: 
matemático. En este sentido, Pluvinage (en prensa) nos muestra las diferencias 
ontológicas entre tres "objetos" que se utilizan en la enseñanza ( figura 4): ¿ C ómr;, 
puede el aprendi:::aje lograr que el estudianre no conjúnda un objero matenzáticc) 
con una de sus representaciones y construya el conjunto objeto-representaciones.; 
D cos (x) 
Conejo cuadrado coseno 
Objetos usuales o físicos Objetos culturales Objetos matemáticos 
Figura 4. 
Otro aspecto importante por resaltar es la distinción entre percibir y visua-
lizar, Zimmermann & Cunningham (1990, p. 3) señalan: "Visualizar un diagrama 
significa simplemente formar una imagen mental del mismo, pero visualizar un 
problema significa entenderlo en términos de un diagrama o una imagen visual. 
La visualización matemática es el proceso de formación de imágenes (mentalmen-
te, o con lápiz y papel, o con la ayuda de tecnología) y el uso de tales imágenes en 
forma efectiva para el descubrimiento matemático y el entendimiento". 
Por ejemplo, cómo podemos interpretar los trabajos de Selden, Masan y 
Selden (1989, 1994) en los cuales aseguran que sus alumnos de una escuela de 
ingeniería después de llevar un curso de cálculo, no pueden, aún siendo buenos 
alumnos, resolver problemas no-rutinarios. Ellos señalan: ''Esto sugiere que los 
métodos tradicionales de enseñanza del cálculo son insuficientes en la prepara-
ción de buenos estudiantes para aplicar el cálculo creativamente ". El fracaso de 
estos estudiantes de ingeniería se debe a la carencia de articulación entre represen-
taciones ( ver Hitt, 1997) provocando que el alumno "camine a ciegas" en el siste-
ma algebraico desarrollando algoritmos sin una idea clara del objetivo final 
perseguido. La resolución de los problemas no rutinarios propuestos por Selden et 
al., tenía que ver con la visualización matemática, con la articulación coherente de 
varios sistemas de representación ligados al contexto de los problemas. Presmeg 
(1986, p. 298) ha realizado investigaciones en donde los alumnos universitarios 
catalogados por los profesores como "estrellas" tienen un pensamiento numérico 
más que visual. Presmeg (idem) señala que: "El Currículum escolar de matemáti-
cas, en el que el logro es medido a través de los resultados de los exámenes, favo-
rece al pensador no visual y en la mayoría de los salones de clase la enseñanza 
enfati::a los métodos no visuales. " 
Esto pudiera interpretarse como que los profesores de matemáticas no de-
tectan a los buenos alumnos que tienen habilidades para visualizar matemática-
mente problemas no-rutinarios porque simplemente estos profesores no han tomado 
en cuenta esta habilidad matemática en sus procesos de evaluación. 
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¿Existe algún peligro en e! aprendi::,,1je de las matemátic,_1s por el uso de 
representaciones fzgurcles que apelen a ideas intuitivas? 
un aspecto que es impcrtantc señalar, dado que los entusiastas que promueven el 
uso de consideraciones visuales regularmente lo omiten en sus comunicaciones, es 
que la percepción en algunos estudiantes produce comportamientos no deseados 
por los profesores de matemáticas. Veamos algunos ejemplos. 
Consideremos las figuras que presentamos a continuación. Es obvio que 
debe haber un error en la demostración visual de que 64=65. Otro problema es la 
búsqueda del error. 
Pero, ¿existirán otros casos en donde una mala interpretación de una figu-
ra nos lleve a errores? 
Figura 5. Demostración visual de 64 = 65. 
Veamos un ejemplo sobre diferentes formas de razonamiento matemático 
expuesto por Pluvinage ( en prensa): "El siguiente ejemplo que experimentamos en 
marzo de 1997 ... 
]) 
En este esbozo hecho a mano están dibu-
jados: 
un rectángulo ABCD 
if.CTY\. un círculo de centro en A pasando por D 
El círculo corta al lado AB en el punto E. 
¿Qué longitud tiene el segmento EB? 
Aclara cómo obtuviste tu respuesta: ... 
Dentro de las respuestas, destacamos tres tipos bien definidos, que son 
los siguientes: 
• 3 cm: matemática = respuesta que refiere al modelo matemático 
1.9 o 2 cm: física = respuesta que proviene de la medición (uso de 
regla graduada) 
• 3.5 cm o 4 cm: perceptiva= respuesta dictada por la percepción vi-
sual. 
Los resultados que se obtuvieron con alumnos de 11 años ( college en 
Francia) son: 
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Respuestas matemáticas l 8º·ó 
Respuestas físicas 2S 1!ó 
Respuestas perceptivas 51% 
Otras respuestas 2% 
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El porcentaje de alumnos que siguió el razonamiento matemático correcto 
es muy bajo. La figura fue una atracción hacia el fracaso. 
Las imágenes icónicas juegan un papel muy importante en el desarrollo de 
habilidades matemáticas, conforme van creciendo estas habilidades los individuos 
van teniendo menos uso de esas imágenes. Posiblemente se deba a nuestra propia 
forma de privilegiar un sistema semiótico en detrimento de otros más visuales. 
Generalmente las imágenes visuales son utilizadas para ejemplificar o contextualizar 
algún enunciado matemático. Lo que es cierto, es que los profesores no enfatizan 
el uso de consideraciones visuales en la resolución de problemas. El resultado en-
contrado por Pluvinage (idem) es revelador no solo en el sentido de que la percep-
ción impulsa un tipo de razonamiento sino que, además, puede promover un tipo 
de razonamiento incorrecto. 
Veamos un par de ejemplos sobre la construcción de rectángulos con cier-
tas propiedades. Si nos encontramos con el siguiente enunciado: 
Enunciado Figura 
Sea ABCD un cuadrado de lados uni- A K D 
tarios. Dividir el cuadrado en 5 rec- E H L 
tángulos de diferentes dimensiones, 
pero de igual área. 
¿El enunciado es verdadero? J G I 
(ver Hitt, 1987-88, p. 250) 
B F e 
A L D 
Sea ABCD un cuadrado de lados uni-
tarios. Dividir el cuadrado en 7 rec- E H ? M 
tángulos de diferentes dimensiones, 
pero de igual área. 
o K 
¿El enunciado es verdadero? N 
(ver Glaeser, 1972, p. 40) G [ J 
B F e 
Figura 6. El primer enunciado es falso y el segundo verdadero 
El siguiente ejemplo es de un profesor de enseñanza media superior quien 
en una experimentación se le solicitó propusiera un tema y lo desarrollara para 
darlo en su clase de matemáticas. El profesor propuso el siguiente ejemplo para "el 
entendimiento" del Teorema Fundamental del Cálculo y la aplicación de: 
Jb Jx Jb j(x)dx = j(x)dx + j(x)dx; a a x con x e (a,b ). 
¡ 
4 
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Propuesta del profesor (transcripción fiel) 
El estudiante aplicara el teorema fimdamental del calculo (estableciendo la 
relacion enn-e fa diferencial y la integral). 
Podremos decir que la Integral es conocida como la primitiva de una Fun-
ción establecida, siendo está función la Derivada. 
Por lo tanto la Diferencial es una secuencia de la Integral. 
Anafi:::ando ejemplos que se han empleado en temas anteriores. Introducien-
do la relación entre la deribada y la Integral en problemas referidos al cal-
culo de A.reas de una parábola, calculo de la velocidad de un movil, etc. 
Ejemplo 
f'(.:) = 2x 
Sea f(,) = x 1 
d,vldx = 2x c(v = 2x dx 
Si graficamos la primera fimción de -3 :S x :S 3, [-3, 3}, encontramos que 
/\ i (;4.} 
1 \ l / 
----+--+-*------' 7 
Podremos observar que se trata de una parabola con vertice en el origen y 
simetrica, la derivada de está fimción es 2x por lo tanto la Integral será 
f(x) = J 2x dx podremos observar que del Intervalo de [-3, 3J se podrán formar 
JJ Jº J3 los subintervalos de [-3, O},{O, 3}; entonces: 2x dx = 2x dx + 2x dx. 
-3 --3 O 
Por tal motivo estamos encontrando una serie de Áreas 
3 
-9 
f 3 2x dx = x2] 3 = [3 2] - [-3 2] = 9-9 = O Entonces -3 -3 
2f3 x dx = 2Jº xdx + 2f3 xdx =x2]~3 + x2]; = 02 -(-3)2 + (3f-(0)2 =-9 + 9 = O 
-3 --3 O 
Esto es lo que deseábamos Demostrar. Encontrando un método para Deter-
minar integrales más complejas. 
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El profesor graficaf(x) = x:, señala quef(x) = 2xdx; De la segunda gráfica 
del profesor y del resultado de 2x d:c = - 9, podemos inferir que él le está asignando 
área negativa al área achurada del lado izquierdo del eje vertical; y positiva a la del 
lado derecho. No se percata que está calculando el área correspondiente a la fun-
ción de la función 2x en el intervalo de -3 a 3. Probablemente, la asignación esta-
blecida por el profesor le permite momentáneamente mantener un equilibrio entre 
su resultado numérico y su representación gráfica. Parece no darse cuenta de su 
situación contradictoria entre lo algebraico y su idea geométrica con respecto al 
Teorema fundamental del Cálculo. El profesor es consistente con la idea intuitiva 
de "área bajo la curva" y fiel a la tradición, no comete errores en sus procesos 
algebraicos, pero no tiene una articulación coherente, es decir libre de contra-
dicciones, con los aspectos geo-métricos del concepto en cuestión. Posiblemen-
te no ha reflexionado sobre imágenes como la proporcionada por la figura 7 ( ver 
Mochón, 1994, p. 187). 
El problema del profesor al que nos hemos referido, no es un caso único, 
en una ocasión otro profesor de enseñanza medida mencionó: 
¡El software que usted está utilizando no es bueno ya que proporciona 
cero como resultado de riesen (x) dx, y debería ser un número positivo! 
Otro ejemplo que muestra la fuerza de esa idea intuitiva de "área bajo la 
curva" pero que provoca problemas de aprendizaje, se refleja en lo que el autor 
(Legal, 1995, p. 14) criticando las "fallas" de un paquete señala: "Por ejemplo, la 
integral de una cosenoide Cos (x), definida en el intervalo de O a 2* Pi, entrega un 







Figura 7. Las contribuciones m(x) dx a la integral serán 
positivas cuando m sea positiva pero serán negativas 
cuando m sea negativa . 
. 
. . 
Lectura de gráficas, software de matemáticas y problemas cognitivos 
Existen problemas ligados a la lectura incorrecta de gráficas provocados por la 
percepción visual de representaciones gráficas al usar calculadoras o computado-
ras, en donde se requiere may,or "soltura" en el manejo adecuado de la instrucción 
zoom. 
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Otro problema es que algunas versiones de algunos paquetes de matemáti-
cas proporcionan resultados falsos y los alumnos, como lo señalan Santillán et al. 
( 1994. p. 121 ), pueden caer en un uso irreflexivo del mismo: "se obtuvieron los 
siguientes resulrados: 
' 1 1 - d d Grajzcarf(x) =-;:¡- x ) con computa ora 18.2% e respuestas correctas 
Grafzcarf(x) = xu sin computadora 100% de respuestas correctas 
¿Por qué sucedió lo anterior? No lo sabemos pero suponemos que al usar 
la computadora se deposita la confianza en ella irreflexivamente ... " 
Comportamientos como los anteriores pueden deberse a que la enseñanza 
se centra, por un lado, en mostrar exclusivamente ejemplos y, por el otro, en creer 
que la calculadora o computadora proporciona resultados que se deben admitir sin 
discusión. En relación al primer aspecto, los profesores de matemáticas utilizan 
ejemplos para "facilitar" el aprendizaje de conceptos; pero, para tener una visión 
global, integradora, holística, que articule representaciones de varios sistemas es 
absolutamente necesario utilizar lo que Tall (1989, p. 39) ha denominado como 
organizador genérico.· un ambiente (o micromundo) que permita al aprendiz a 
manipular ejemplos y (de ser posible) contra-ejemplos de un concepto matemático 
específico o de un sistema relativo de conceptos. 
DERIVE (versión 2.6): cálculo de f I dx 
-1 
MATHEMATICA (versión 2.2): 
graficar x1 3 en el intervalo [-5, 5] 





f 1 1 _ 1 dx 
-l x-
-2 
PI ot [xA(1 /3), {x, -5, 5}]; 
1.75 
l. 5 




[I. 5 1 
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Finalmente, queremos seiialar que a diferencia de los trabajador~s dt 
Eisenberg, Dreyfus y Vinner, hemos mostrado que no basta con recurrir a la:) 
representaciones geométricas para resolver un problema, es necesario la arti-
culación, libre de contraficciones, entre las diferentes representaciones 
semióticas utilizadas en la resolución del mismo. 
Aspectos teóricos y experimentales sobre el desarrollo de los sistemas 
semióticos de representación. 
Investigaciones sobre visualización matemática y el papel de las imágenes menta-
les han puesto de manifiesto la importancia de las representaciones matemáticas 
para la formación adecuada de conceptos. En esta línea de investigación sobre el 
papel de las representaciones en el aprendizaje de las matemáticas resaltas, entre 
otros, los trabajos de Janvier, 1987; Kaput, 1987 & 1991; Taghard, 1991; Duval, 
1993 & 1995. Estos investigadores han realizado experimentos y desarrollado as-
pectos teóricos con la intención de aclarar los mecanismos de articulación que se 
dan dentro de un proceso de comprensión del conocimiento. 
J anvier (1987, pág. 69) da un ejemplo acerca de la adquisición del concep-
to de función usando una figura en forma de estrella, en la cual en cada una de las 
esquinas exhibe una representación de la función. Proporciona algunos elementos 
que muestran la importancia de las representaciones ( en este caso de la función) y 
la necesidad de efectuar "un proceso de traducción" entre representaciones como 
una etapa importante en la construcción de un concepto. Argumentamos que la 
palabra "traducción" ( con preservación de significado) no es una palabra apropia-
da para usarse en este contexto, puesto que, "la estrella especie de iceberg" de 
Janvier puede limitamos para tener un mejor acercamiento al problema de los sis-
temas semióticos de representación. No sólo es importante centramos en la repre-
sentación como un elemento aislado (una esquina de una estrella), sino también, 
necesitamos entender que éstas (las representaciones) son elementos de uh sistema 
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Kaput, 1991 
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Duval 1993, 1995 
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K:1put. se cenuó primenmente / 1987 J. sobre un acercarrnento teórico p:ua 
explicar e; uso de sir~~b\)lcs matemát:cos. Pero en 1991. su propuesta fue más con-
sistente con los pn:h:,piO::i del constructivismo, él planteó ( 199 i, pág. 59): "He 
intenti1do expres,v- {ti'gura 11 j ri!laciones entre la "notación A .i· referente B" don-
dt' cada uno (y qlll::ci l,: co1-rt'sponde11cia) es expresable en forma material -pero 
done/e la rd,ic11511 _1 re(erenczal actu,il existe sólo en términos de las operaciones 
nu:'ntales de los miembros de 1111 dominio consensual particular". Es claro que Kaput 
subraya la pre~encia de operaciones mentales en su propuesta, y como veremos, 
algunas se trasladan con el trabajo de Duval. en el sentido de que las transforma-
ctones (acciones) de un.1 representación a otra, juegan un papel importante en la 
construcción de conceptos matemáticos. 
En el mismo scnt:do, Steinbring es fa tiza (1991) la construcción de con-
ceptos y su triángulo epistemológico (ver figura 1 O). Dice (idem, pág. 506) que: 
"La idea de c¡i1e el con1>cimie11w estocásrico tiene un carácter de sisft'mu complejo 
sobre c1uilqwer nirel ele desarrollo. significa. entre otras cosas, que este conoci-
111/ento se crea como una jiJrma ralacional o mecanismo ele enlace entre aspectos 
jÍJl'IJlales, los ele culcu!ar por un lado, y contexros interpretutin)S por el otro 
1 Rouchier & Sreinlmng, 11)88; Esra forma relaciona! de sigmficado matemático, 
deberá curacteri:::arse por el triángulo epistemológico del conocimiento matemáti-
co: c¡ue representa un cliagranw re!ucional en el que el significado matemático no 
puede deducirse a partir de una de las esquinas, el formal o el objeto, sino que 
siempre requiere de un balance entre todas las esquinas del triángulo". 
El subraya en ese trabajo la importancia de la articulación de aspectos 
formales de cálculo y de los contextos de interpretación en la construcción de con-
ceptos; pero, desde mi punto de vista, hay una carencia de reflexión en la idea de 
sistemas de representación y las posibilidades de transformación de un elemento a 
otro en el mismo sistema. Algo impot.1nte en el trabajo de Steinbring, es que se 
centra en las restricciones epistemológicas del conocimiento matemático en la 
interacción estudiante-maestro: 
En el trabajo de Thagard (1991, pág. 112) él afirma que: "Jfi propuesta 
entonces es pensar acerca de los conceptos como estructuras complejas semejan-
tes u marcos, pero {l) dando prioridad especial a la clase y a las relaciones parte-
todo que establecen jerarquías: y (2) expresando información concreta en reglas 
que pueden ser más complejas que simples pistas. Esquemáticamente, un concepto 
puede ser pensado como una estructura semejante a un marco del siguiente tipo: ... " 
[ ver figL;ra 1 O]. 
Thagard establece que la literatura en psicología y computación sobre la 
formación de conceptos incluye dos principales corrientes: Aprender a partir de 
ejemplos y por medio de combinar los conceptos previamente existentes. Un.1 vez 
que un concepto es construido su estructura está relacionada con aquellos aspectos 
mostrados en la figura 1. L.1 presentación de Thagard oculta la importancia de los 
sistemas semióticos de representación en la construcción de conceptos; y nomen-
ciona la ide.1 básica de la articulación entre representaciones y transformaciones 
dentro dd mismo sistema. Gn aspecto importante de su trabajo está reiacionado 
con la idea de cambio conceptual. proponiendo a éste como un punto esenci.11 en la 
construcción de conceptos. 
En los estudios de Duval (1993, 1995) podemos observar que él h.1 hecho 
un trabajo teórico, coherente y unificador (Semiósis y Noesis) de los diferentes 
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acer-:amientos que se han revisado en este documentJ. Duval (1993, pág . ..i:J, 
caraacteriza un sistema semiótico como un sistema de representación de la ma;:,erJ 
siguiente: '·un sistema semiótico puede ser un registro de representación. si pe,:-:.,i-
te tres actividades cognitivas relacionadas con la semiósis: 
1) La presencia de una representación identificable ... 
2) El tratamiento de una representación que es la transformación de la 
representación dentro del mismo registro donde ha sido formada . . 
3) La conversión de una representación que es la transformación de la 
representación en otra representación de otro registro en la que se con-
serva la totalidad o parte del significado de la representación inicial. .. 
Sobre la construcción de conceptos Duval (idem, pág. 46) establece qL:e: 
"Toda representación es parcialmente sognitiva con respecto a lo que represen tu· 
)'' por tanto: "La comprensión (integral) de un contenido conceptual está basac!é, 
en la coordinación de al menos dos registros de representación, y esta coordina-
ción queda de manifiesto por medio del uso rápido y la espontaneidad de la con-
versión cognitiva". 
En el último párrafo citado de Duval, él señala la necesidad de otra descrip-
ción de la estructura de la representación semiótica y su ejecución ( ver figura 1 O J. 
Al analizar el trabajo de estos autores relacionados con los sistemas 
semióticos de representación, un aspecto que no es claro es el lugar del error o 12. 
presencia de un obstáculo epistemológico en este contexto. Algunos de ellos men-
cionan que la construcción inadecuada de un concepto se pudiera deber a una ca-
rencia de articulación entre diferentes sistemas semióticos de representación, otros. 
también afirman que los errores se manifiestan durante la manipulación de unz, 
representación dentro de un sistema, y como un problema mayor, cuando hay uK 
elección inadecuada de un sistema semiótico al resolver un problema matemático. 
Un obstáculo cognitivo se produce en este contexto cuando un sujeto fren--
te a un problema evoca representaciones contradictorias al concepto en cuestión, 
posiblemente a causa de ideas intiutivas errpóneas, en muchos casos incluso nece--
sarias, construidas en el proceso ::le formación de un concepto. Ejemplificamos lo 
anterior con lo siguiente. En varios estudios experimentales que hemos realizado 
(p. ej. ver Hitt, 1996) relativos al conocimiento de los profesores de matemáticas 
(nivel medio superior), encontramos obstáculos cognitivos en los que, por ejem·· 
plo, una tercera parte de la población de profesores consideran que varias curva:; 
como la elipse, el círculo, ... representaban una función sólo porque podían repre-
sentarse con una expresión algebraica, mostrando que el concepto de función no 
estaba bien comprendido. Es decir, un tercio de la población consideró la relación 
entre: x2 + y2 = r 2 H $; como función; sin embargo, esta no corresponde al con .. 
cepto de función (faltó que consideraran que un elemento del Dominio correspon .. 
de a uno y solamente uno en el rango). Estos profesores construyeron un "concepto 
difuso de función" (hay un tralape de dos ideas matemáticas inconsistentes al no 
diferenciar a los conceptos: de función y ecuación) y es claro que necesitan reali-
zar un cambio conceptual para construir el concepto de función en un nivel mayor. 
El análisis histórico del desarrollo del concepto de función desde Bernoulli y Eulec 
hasta nuestros días nos proporciona algunos elementos para entender por qué est:: 
concepto es poblemático (ver Hitt, 1994; Kleiner, 1989; Sierpinska, 1992). Enton-
ces, pienso, analizando estos resultados de experimentación que se ha omitido la 
problemática del obstáculo cognitivo en la teoría de Duval. 
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Aclaremos esta posición sobre los obstáculos cognitivos e ideas intuitivas 
;::on un ejemplo. En una experimentación realizada con profesores de matemáticas 
de enseñanza media superior (ver Hitt, 1995), se les solicitó dibujar un recipiente 
el ct.:al estuviera lleno de un líquido de tal manera que le podamos asociar la si-
guiente gráfica: 
Dibujar un recipiente en relación a la figura 
volumen 
a 1 tura 
Figura 12. 
Respuesta del profe sor 
Como lo señalamos en Hitt (1995), la primacía de la intuición global ( en 
el sentido de Fischbein, 1987, p. 53) sobre el pensamiento analítico no le permitió 
al profesor realizar un razonamiento ad hoc para dar una respuesta satisfactoria. En 
otro cuestionario posterior ( en el mismo estudio), el mismo profesor proporcionó 
la siguiente respuesta a la pregunta planteada: Dada el dibujo de un reciente, graficar 
el comportamiento del área de la superficie del líquido en el recipiente. 
Notemos que hay un buen entendimiento de los sistemas semióticos en 
juego; sin embargo, en el primer caso (figura 12) hay un error en la conversión de 
un sistema al otro. ¿Por qué en el segundo caso (figura 13) se impuso el pensa-
miento analítico sobre la intuición? Este ejemplo muestra que la articulación entre 
representaciones no se da de manera natural. 
Transcripción fiel de lo realizado por el profesor 
Desarrollo algebraico Representación gráfica 
h 
__ h0 - o h0 orea secciona! 
-- = (r-r2) r1 -r2 r1-r2 
h 0= m(r - r 2) = mr - mr2 
h + mr2 ¡ r= =-h+r 
m m 2 
Área= S = m-2 =p(_!___h + r2) 2 h E [O hü] 
,m ' ' 
h' = h + h 0= h + mr - mr 1 1 2 
r=" h'-h 1 +mr2 = J___k.'+( mr2 -h 1 ) 





El hecho de que el mismo profesor pueda en un caso resolver el ejercicio 
apelando al pensamiento analítico y en el otro no, nos muestra que el problema es 
mucho más complejo de lo que se piensa comunmente. Para resolver un problema 
¿en qué momento debemos recurrir a representaciones diferentes que nos permitan 
entender mejor el problema y nos señale cierto camino en la resolución del mismo? 
h' 
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En todo lo que hemos señalado con anterioridad pareciera que 1::: 
complementariedad de las representaciones por sí mismas impulsaran la est:.ibi:i-
dad de un concepto. Pero, en realidad, al introducir otra representación del concep-
to, implica, por parte del estudiante o lector, la manipulación simultánea de var:as 
representaciones. Si no se utilizan de manera coherente, en lugar de promover el 
aprendizaje de un concepto, lo que se está promoviendo es un obstáculo cognitivo. 
Estos últimos análisis nos lleva al planteamiento de un diagrama resumenh 
de los aspectos tratados en los párrafos anteriores. 
• 
Representación 









Objeta cogni ti \·o representado 
_ _. A ,,_ 
No~sis 
----------~--------~ 
... - - - - - - - - :- - - -- - - - - -
Obst.:lculo cognitivo 
0ostat.:I~ 
Figura 13 . 
Repr~sentación 





' ' t I Semiósis 
' ' 
' 1 
Otro aspecto importante que los autroes mencionados esn este apartado 
han dejado de lado, es el señalado por Vergnaud ( 1987, p. 228) que dice: "No pue-
do imaginarme camino alguno relativoal problema de la representación y 
simbolización si no se toman en cuenta tres niveles de entidades y consecuente-
mente por lo menos dos problemas de correspondencia. 
el referente 
} problema 1 
el significado 
} problema 2 
el significante 
El referente es el mundo tal como lo aprecia el individuo de acuerdo a su 
experienc_ia... · ··-
El nivel del significado está en el núcleo de la teoría de la representación, 
en el sentido de que es en ese nivel que los invariantes son reconocidos, inferencia 
realizada, acciones generadas y predicciones hechas ... 
El nivel del significante consiste de diferentes sistemas simbólicos ... " 
Añade además (idem, p. 231) que: "Una buena teoría de referentes para la 
educación matemática va acompañada con una buena teoría de la acción en situa-
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Todos estos aspectos aquí discutidos nos indican que para la construcción 
de conceptos matemáticos, por un lado, parece necesario: 
• Una teoría del conocimiento que apoye a una teoría de la represen-
tación. 
• Una teoría de la representación ( como la señalada por Vergnaud), re-
lacionada con una apistemología social del conocimiento matemático 
con aplicaciones a situaciones didácticas en el salón de clases ( ver 
Radford y Granier, 1996). 
• Un análisis de las ideas matemáticas, relacionadas al concepto, en la 
historia de las matemáticas para la detección de obstáculos epistemo-
lógicos (p.e. sobre el concepto de función, ver Hitt, 1994). 
El curriculum, nuevas tecnologías y su vinculación con los sistemas de 
representación. 
Con respecto al curriculum y la enseñanza de las matemáticas en el nivel medio, 
algunos investigadores consideran importante romper con esta tendencia anti-
ilustrativa para promover el aprendizaje de las matemáticas. Por ejemplo, Ben-
Chaim et al. (1989), p. 55), señalan: "La naturaleza visual de las representaciones, 
permite a la mayoría de los estudiantes de este nivel. entender una presentación 
informal de una prueba deductiva, mientras que un tratamiento algebraico podría 
estar muy lejos de su comprensión". 
Uno de los ejemplos que señalan estos autores es el ya conocido sobre las 
demostraciones sin palabras. Dependiendo de cómo se visualice la figura siguien-
te, tenemos una representación del infinito potencial o del infinito actual. 
• 
• 1 • 
-
')3 1 





Figura 14. Se puede ver como 1 + ! + 1 + /6 + ... ;o como Í in = l 
n=l 
En esta misma dirección se realizan estudios para analizar el papel de ls 
supercalculadoras en la resolución de problemas. Dick ( 1992) señala: "Existen tres 
caminos en los cuales las oportunidades en la resolución de problemas se mejoran 
por el uso de la supercalculadora. 
1. Más tiempo para la instrucción 
2. Más herramientas para la resolución de problemas 
3. Percepción de los estudiantes de la resolución de problemas" 
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Como lo hemos señalado en el apartado acterior, en los últimos diez afios 
ha habido un desarrollo muy fuerte de la teoría ligada a la aprehensión de los obje-
tos matemáticos a través del tratamie:1to y conversión de las representaciones de 
estos objetos. La influencia de estas ideas ha promovido cambios curriculares en 
algunos ·países, por ejemplo, en Israel y USA, han impulsado el currículum basado 
en la Triple Representación de conceptos matemáticos: el algebraico, numérico y 
gráfico. Schwartz, Dreyfus & Bruckheimer ( 1990, p. 249 y 251) señalan: '·El 
currículum basado en el Modelo de la Representación Triple (TRM) integra activi-
dades abiertas con una visión "convencional" al concepto de función y sesiones 
con "computadora" con actividades normales en el aula ... " 
'' ... el currículum TRM (unidad introductoria) trata con una gran variedad 
de funciones, promueve la recolección de datos en contextos reales, y está basado 
en la resolución de problemas incluyendo transferencia entre representaciones. El 
currículum tiene la siguiente estructura 
l. Entendimiento intuitivo del concepto de función 
2. Representación gráfica de una función 
3. Representación algebraica de una función 
4. Transferencia entre las tres representaciones 
5. Resolución de problemas promoviendo la transferencia entre las re-
presentaciones algebraica, tabular y gráfica". 
Duval (1988), entre otros, señala que la conversión del sistema algebraico 
al gráfico es más fácil que el inverso; es decir, del gráfico al algebraico. Para la 
adquisicón de esta habiulidad de conversión Ruthven (1990, p. 436) diseñó una 
experimentación (ver ejemplo, de la figura 15) utilizando calculadoras graficadoras, 
y señala al respecto: "Aunque este limitado estudio se refiere a una herramienta 
muy específica [la calculadora graficadora] y a un aspecto matemático muy espe-
cífico [ reconocimiento de funciones], proporciona una fuerte evidencia de tal in-
fluencia, tanto en el avance matemático de los estudiantes como en los métodos 
matemáticos que emplean". 
Usted tiene que encontrar una 
expresión para y en términos de 
x que describa la gráfica. 











~ / J 2 
Figura 15. Uno de los ejercicios en el estudio de Ruthven. 
4 
Veamos un ejemplo de un problema no-rutinario planteado por Selden et 
al. (1989, 1994). sabemos de sus resultados que los estudiantes de primer año de 
ingeniería después de realizr un curso de cálculo no pudieron resolver el problema 
expuesto en la figura 16. 
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E; uso de nuevas tecnologías para el aula como calculadoras graficadoras 
y 10 microcomputadoras permite un mayor acceso a la representación múltiple de 
conceptos matcmáúcos, promoviendo la articulación entre direrentes representa-
ciones de los conceptos, y así, facilitando el acceso a un nivel más importante en el 
aprendizaje de las matemáticas. Esta tendencia ha dado lugar a la producción de 
libros como el de Finney et al. (1994), Hitt y Torres (1994), H1tt y Filloy (1995), 
Filloy et al. (1997); software como el deAbreu y Oliveró (1994, 1995), Monsoy 
11995), Mejía y Cortés (1997), etc. Sin embargo, sigue pendiente la problemática 
para entender cómo los estudiantes podrán resolver problemas no rutinarios. Al 
respecto Hitt ( 1997, p. 193) señala: ''Personalmente lo que entiendo por un proble-
ma no-rutinario es uno donde al leer el enunciado no viene inmediatamente a la 
mente un algotirmo predeterminado, o una idea a desarrollar para resolverlo. En-
tonces, si la lectura del enunciado no indica qué tipo de algoritmo o camino seguir, 
es necesasrio interpretarlo y eventualmente recurrir a una representación semiótica 
diferente". 
Sistema Algebraico Idea intuitiva 
semirecta con una 
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Figura 16. Problema no rutinario utilizado en los estudios de Selden et al. (1989, 1994). 
Reflexiones finales 
Hemos mostrado que en trabajos recientes de investigación se puede observar que 
los alumnos de enseñanza media no logran crear una articulación coherente entre 
varios sistemas de representación relacionados a conceptos propios de ese nivel. 
Los estudiantes manipulan coherentemente las transformaciones de representacio-
nes en un mismo sistema semiótico, sobre todo en el algebraico, pero muestran una 
carencia de articulación cuando se trata de convertir una representación de un sis-
tema a otro, por ejemplo, del gráfico al algebraico. 
Es importante promover el uso de varios sistemas de representación, y el 
uso reflexivo de las nuevas tecnologías que permita·n dar un significado concreto a 
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d,; la coordinación, libre de contradicciones, de diferentes sistemas semióticos de 
representación relacionados con el concepto en cuestión. 
El impulso que ha tenido las nuevas tecnologías obligan a la realización 
de un análisis curricular. Una gran mayoría de profesores de matemáticas rechazan 
el uso de calculadoras graficadoras y computadoras porque tienen la creencia que 
su uso inhibirá las habilidades operatorias de los estudiantes, 
El diseño de nuevos materiales es imperativo en donde sea notorio el uso 
reflexivo y creativo de la tecnología existente, El profesor de matemáticas sentirá 
la necesidad del cambio cuando se le presenten materiales y estudios que muestren 
su efectividad en el aula, en donde la visualización matemática promueva la elec-
ción correcta de un sistema semiótico de representación, relacionado con el con-
cepto inmerso en la situación problémica, y donde la aplicación de aspectos sobre 
los sistemas semióticos de representación sea clara. La visualización matemática 
promoverá entonces una visión global, integradora, holística, que articule repre-
sentaciones de varios sistemas. 
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